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Résumé : Sérénos d’Antinoé (lll siecle apres J.C.) était I'auteur de deux traités Sur la
Section du cylindre et Sur la Section du Céne. Dans la deuxieme partie de la Section du
cylindre, Sérénos examine une définition par observation des droites paralleles donnée
par son ami le géometre Python, en s’appuyant sur une série des propositions (29-33).
Nous allons examiner la facon de Sérénos de défendre cette définition par observation
avec les outils de I'optique geomeétrique euclidienne et la tradition des coniques d’Apo-
llonios. Les termes et les notions qu’il utilise étaient valides et légitimes pour les mathe-
maticiens qui travaillaient a I'aide des outils mathématiques hellénistiques, bien que sa
période d’activité soit éloignée des grands geometres, Euclide et Apollonios.

D’apres nous, la nature des propriétés traitées dans son traité Sur la Section du Céne
reste en partie un probléme ouvert pour les historiens. Tous sont d’accord sur le fait
que son but est de faire une étude comparative des sections produites dans un céne
par l'intersection d’un plan qui passe par son sommet. Nous allons examiner quelques
propositions et jeter de la lumiére a un deuxieme aspect du traité qui consiste a fonder
geomeétriquement des proprietés optiques.
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Examination of the treatises On the Section of a Cylinder and On the Section of a Cone
of serenos of Antinoeia under the light of the Ancient Greek tradition on Optics

Summary : Serenos of Antinoeia (Ill Century A.C.) was the author of two treatises On the
Section of a Cylinder and On the Section of a Cone. In the second part of the treatise
On the Section of a Cylinder, Serenos examines one definition by observation of para-
llel lines given by his friend the geometer Python. He bases his approach on a series of
propositions (29-33). We are going to examine the way that Serenos defends this defi-
nition by observation with the tools of Euclidean geometrical optics and the tradition on
conics of Apollonios. The terms and the notions Serenos uses were valid and legitima-
te for mathematicians working with the aid of the tools of Hellenistic mathematics.

In our point of view, the nature of the properties in the treatise On the Section of a Cone
is an open problem for historians. All of them agree on the fact that the goal is to do a
comparative study on the sections produced in a cone by an intersection from a plan
passing by its vertex. We are going to examine some propositions and throw light on a
second aspect of this treatise which consists of basing geometrically optic properties.

Key words : Serenos of Antinoeia, section of a cylinder, section of a cone, ancient ge-
ometrical optic

Introduction

Sérénos d’Antinoé est I'auteur de deux traités mathématiques Sur la section du cylindre et Sur
la section du cone que la tradition manuscrite nous a transmis a la suite des quatre premiers
livres du traité des Coniques d’Apollonios de Pergé. Les historiens de '’Antiquité ne nous ont
laissé aucun renseignement sur la personnalité et sur les circonstances de la vie de ce géo-
metre alexandrin.

Sérénos avait également écrit un commentaire (qui ne nous est pas parvenu) de cet
ouvrage (Les Coniques) dans lequel il nous renvoie dans la proposition 17 de la Section du
cylindre. 1l ecrit : car tout ce qui a été démontré comme étant propre a cette section est éga-
lement propre a I'ellipse du cone, ainsi que cela a été démontré dans les Coniques, au quin-
zieme théoreme, pour ceux qui sont a méme de constater la justesse de ce théoreme, et ain-
si que nous I'avons démontré géométriquement nous-méme dans des commentaires relatifs
a cette proposition (Ver Eecke, 1929 : 29-30).

Certains historiens des mathématiques (P. Ver Eecke, J. L. Heiberg, Halley, P. Tannery,
Bretschneider, Montucla, M. Chasles, E Hultsch, E Muller) donnent dans leurs oeuvres des
petits passages sur la période de son activité en faisant des conjectures.

Une récente recherche de Micheline Decorps-Foulquier a démontré que Sérénos est pos-
térieur au philosophe du moyen platonisme Harpocration et situe sa période d’activité au
début du Ille siecle (Decorps, 2000 : 38-39).

Ses arguments sont basés sur le témoignage du Parisinus graecus 1918. Ce manuscrit qui
est consacré aux commentateurs d’Aristote, Philopon, Themistios et Michel Psellos présente,
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aux folios 144-148, apres une série de notes anonymes sur des problemes aristotéliciens, une
discussion sur l'ame, la matiere et la nature du mal qui abonde en références néoplatoni-
ciennes. La discussion est menée par un chrétien qui confronte ses vues a celles des Grecs. La
transition est assurée par une référence a l'interprétation d’'Harpocration du mythe de la réin-
carnation. Le philosophe Harpocration est désigné de la maniere suivante (f.145v°) :
« Harpocration, le commentateur de Platon auquel se rapporte d’ordinaire le géometre Séré-
nos en ce qui concerne la pensée platonicienne ». J. Whittaker (1979) a suggéré que ces notes
avaient été rassemblées dans le proche voisinage de Michel Psellos qui fut I'artisan de la re-
naissance néoplatonicienne du Xle siecle a Byzance. Harpocration, nous le savons par Proclos,
fut un disciple de Numénios et un éléve d’Atticos (vers 180 A.C.) et il était un philosophe
du moyen platonisme. Ce témoignage est précieux puisqu’il nous apporte la seule chose dont
nous puissions étre surs : le géometre Sérénos était un philosophe platonicien postérieur a
Harpocration. La question est de savoir s'il en était éloigné dans le temps. Ensuite Micheline
Decorps-Foulquier essaie de rapprocher Sérénos d’'Harpocration en insistant sur le fait que le
premier dépend si étroitement d'Harpocration dans sa lecture de Platon, ce qui rend a priori
peu probable 'appartenance du premier aux cercles néoplatoniciens des Ve et Ve siecles, en
général assez peu enclins a se réclamer des philosophes du moyen platonisme. En revanche,
au [Ve siecle, leurs oeuvres étaient lues et citées, comme l'attestent encore les fragments de Nu-
meénios et d’Atticos qui figurent dans la Préparation évangélique d’Eusebe de Césarée. Par
conséquent, Micheline Decorps-Foulquier propose a titre d’hypothese le rapprochement de
Sérénos a Harpocration et situe sa période d’activité au début du Ille siecle de notre ére.

Le traité Sur la Section du cylindre peut étre divisé en deux parties dans lesquelles Sérénos
résoud deux problemes de nature assez différente. Dans la Section du cylindre nous trouvons
deux préambules. Au début du livre, juste avant les définitions, il définit le but de son essai
en disant qu’il veut corriger la conception fausse qu’ont beaucoup de gens qui font de la
géométrie et qui s'imaginent que la section transversale du cylindre est différente de celle du
cone qu’on appelle ellipse. Dans les 19 premieres propositions il essaie de démontrer que la
courbe fermée déterminée par la section transversale d’un cylindre quelconque, non paral-
lele ni antiparallele aux bases, est identique a Iellipse déterminée dans les mémes condi-
tions dans un cone quelconque. Dans les propositions 20-28, il examine certains problemes
relatifs a la propriété démontrée dans la premiere partie que nous avons déja évoquée.

Apres la proposition 28, Sérénos pose dans un petit préambule le but de ses 5 dernieres
propositions dans lesquelles il expose son deuxieme probleme (propositions 29-33) selon
lequel il veut examiner géométriquement une définition des paralleles, différente de celle
d’Euclide, émise par son ami le géometre Python. A ce point il faut signaler que nous ne sa-
vons rien sur Python.

Le géometre Python, apres avoir expliqué ce que sont les paralleles dans un de ses écrits,
ne s’est pas contenté de ce qu’en avait dit Euclide. A ce point il fait implicitement référence
au cinquieme postulat qui s'‘énonce comme suit : « Si une droite tombant sur deux droites
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fait des angles intérieurs du méme coté plus petits que deux droits, ces deux droites pro-
longées a I'infini se rencontreront du coté ou les angles sont plus petits que deux droits »
(Peyrard, 1809 : 6). Le cinquieme postulat, ou postulat des paralleles, dont I'énoncé pré-
sente la particularité d’avoir la forme d'un théoreme a, des le ¢ siecle av. J.C., troublé les
commentateurs. Les tentatives de démonstration de ce postulat ont joué un role particulie-
rement important dans l'histoire de la géométrie et la littérature sur le sujet est immense.
Jusqu’au xix¢ siecle, toutes les tentatives connues de démonstration du postulat 5 revien-
nent bien évidemment a remplacer, explicitement ou pas, ce postulat par un (ou plusieurs)
postulat plus ou moins équivalent, sans remettre en question un certain nombre de pro-
priétés considérées comme allant de soi (infinité et continuité de la droite, axiome d’Archi-
mede, axiome de Pasch, homogénéité de I'espace). Ces tentatives sont souvent couplées
avec la tentative de définir le parallélisme des droites par 'équidistance (ce que fait Posido-
nios, I* siecle av. J.C.), ce qui pour Proclos et Geminos est contestable du fait qu’il existe des
lignes asymptotes qui se rapprochent indéfiniment sans se couper. Ce postulat a ouvert une
discussion dans le monde hellénistique mais aussi arabe et latin jusqu’a la naissance des
géométries non-euclidiennes.

Python définit les paralleles au moyen d'un exemple plus rationnel comme suit : « les pa-
ralleles sont des droites telles que celles que nous voyons se former sur les murs ou sur le sol
par les ombres de colonnes a 'opposé desquelles brule un flambeau » (Ver Eecke, 1929 : 54).

Il continue dans ce préambule en citant que :

Bien que la chose ett parue fort risible a tout le monde, elle n’est cependant pas ridicu-
le pour nous qui respectons I'écrivain, car cet homme est un ami. Mais il faut examiner com-
ment cela se présente mathématiquement, et cet examen se rattache aux choses que nous
avons considérées ici précédemment; car c’est au moyen d’elles que nous démontrerons ce
que nous avons proposé (Ver Eecke, 1929 : 54).

La démarche de Sérénos s’inscrit dans cette tradition des travaux sur la théorie des pa-
ralleles et enrichit les demarches effectuées dans le monde grec. Pour cette raison nous allons
examiner la facon de Sérénos de défendre cette définition par observation avec les outils de
I'optique géométrique Euclidienne! et la tradition des coniques d’Apollonios. Nous allons
examiner minutieusement une par une les propositions, les termes et les notions qu’il utili-

1. L'Optique d’Euclide est une collection de 58 propositions, qui sont précédées par 7 définitions. Ces propositions nous don-
nent une description géométrique de la formation des apparences du point de vue des dimensions de formes et de positions re-
latives. Dans I'Optique d’Euclide, nous trouvons un groupe de six propositions (XXVIIl a XXXIII) (P.V. Eecke, Bruges, 1938, p. 20-25).
Ces propositions se rapportent aux cylindres et aux cones a base circulaire regardés de divers points successivement considé-
rés. Elles montrent d’abord quelles sont les parties de ces solides vues par I'oeil placé dans le plan de la base ou dans les plans
paralléles a la base. Elles démontrent ensuite comment ces parties vues varient en réalité et en apparence suivant que I'oeil s’ap-
proche ou s’éloigne de ces solides dans ces mémes plans. Enfin, elles déterminent deux plans passant par les tangentes me-
nées de I'oeil a la base et par deux génératrices du cone, dont I'intersection est le lieu géométrique sur lequel I'oeil se déplace
sans faire varier la partie réelle ou apparente du céne qui est vue.
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se et leur validité et légitimité pour les mathématiciens qui travaillaient a I'aide des outils
mathématiques hellénistiques, bien que sa période d’activité soit éloignée des grands géo-
metres, Euclide et Apollonios.

Le but du deuxieme livre Sur la section du cone est 'étude comparative des sections pro-
duites dans un cone par des plans qui passent par son sommet. Ce livre est entierement fon-
dé sur la proposition 3 du premier livre des Coniques d’Apollonios, proposition qui permet
dans tout cone coupé par le sommet d’obtenir comme section un triangle.

Dans ce traité Sérénos cherche a trouver les triangles maxima et minima établis par un
plan qui passe par le sommet d’un cone oblique, c’est-a-dire qu’il cherche les valeurs mini-
ma et maxima d’une fonction selon que les sections sont axiales, paralleles ou isoceles.

Le livre de la Section du cone de Sérénos peut étre partagé en trois parties relativement in-
dépendantes. Dans la premiere partie, les propositions 1-14, il travaille sur les cones droits;
dans la deuxieme, les propositions 15-57, il travaille sur les cones obliques. La derniere par-
tie propositions 58-69, constitue une section séparée du livre ott il regarde les rapports entre
les volumes de deux cones droits en relation avec les hauteurs, les bases et les aires des sec-
tions triangulaires qui passent par I'axe. Dans chaque partie Sérénos se pose plusieurs pro-
blemes et donne leur solution.

La nature des propriétés traitées dans son livre Sur la Section du Cone reste en partie un
probleme ouvert pour les historiens. Ensuite nous allons examiner quelques propositions
(proposition 3, propositions 50-51), les comparer avec des propositions du traité d’Optique
d’Euclide et jeter de la lumiere a un deuxieme aspect du traité qui consiste a fonder géomé-
triquement des propriétés qui sont équivalentes avec des propriétés du domaine de I'op-
tique géométrique.

1. Sur la Section du Cylindre

1.1. Proposition 29
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« Les droites issues d'un méme point et tangentes de part et d’autre a une surface cylin-
drique operent le contact le long des cotés d'un seul parallélogramme » (Ver Eecke, 1929 :
54-56).

Sérénos commence par la partie de I'ekthesis ot il prend le cylindre de bases A, B et d’axe
AB. D'un point I extérieur il mene les droites I'A, T'E qui touchent la surface du cylindre
dans la méme partie, aux points E, A. Dans la partie diorismos (diorisme) il écrit que ces
points de contact sont situés sur une seule droite, c’est-a-dire sur une seule et méme aréte
du cylindre.

Ensuite, dans la partie de la construction-kataskeve il construit pas a pas le cylindre des
bases B, Z d’axe BZ et le plan axial H®. Ensuite, il mene la droite I'K perpendiculaire sur la
droite I'Z et dans le plan du cercle Z.

Par les droites I'K, I'A il détermine la ligne AAM et par les droites I'K, I'E il détermine
la ligne NEE toutes les deux dans la surface du cylindre. Les droites AMTI', NEI" sont dans
le plan du parallélogramme dont les droites AM, NE sont les diametres des sections. Il
abaisse les droites AO, EIT d’'une maniere ordonnée sur les diametres AM, NZ (AO/TK,
EII/TK) et il les prolonge aux points P, X.

De ce point commence la partie de la démonstration (apodeixis) ot par la proposition 36
du Livre I des Coniques d’Apollonios (il fait seulement référence au livre I des Coniques
d’Apollonios, wg d€deutor T AToAhmvim ev Tm o’ Tov Kovikov, ¢'est-a-dire ainsi que
cela a été démontré par Apollonios dans le premier livre des Coniques) il établit qu'une tel-
le section est une ellipse et non un cercle; il s’ensuit que AO/OM est égal au AI'/T'M et
NII/TIE est égal au NI'/TE.

Les triangles NI'A, EI'M sont semblables (Euclide, Les Eléments, Livre VI, proposition 4)
donc NI/T'E est égal au AI/TM d’ou NII/IIE est égal au AO/OM (Euclide, Les Eléments,
Livre V, proposition 11).

La droite TTO est située dans le plan HO (ITO//BA, I1O//OM).

Par construction il a AO//T'K, EIT//T'’K donc AO//EII (Euclide, Les Eléments, Livre I, pro-
position 30) et le plan TTEAO est un parallélogramme. 1l fait référence explicitement a son
propre proposition 3 en écrivant que : ainsi que cela a été démontré au troisieme théoreme
(Sérénos, Sur la Section du Cylindre, proposition 3). La droite EA est c6té d'un parallélo-
gramme. De facon pareil, pour toutes les tangentes, PZ est une droite parallele a la droite EA
et PX est coté d'un parallélogramme.

A la partie conclusion il écrit qu’ « En conséquence, toutes les tangentes font leurs
contacts suivant les cotés d’'un parallélogramme; ce qui démontre la proposition ».

Dans la proposition 28 du traité d’'Optique, Euclide démontre que « Siun cylindre est re-
gardé d’un seul oeil de quelque maniere que ce soit?, on verra moins que le demi-cylindre »
(Ver Eecke, 1938 : 72-73). Sérénos, dans sa proposition 29 démontre que « le lieu des

2. Nous avons mis les mots en italiques
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points de contact d’un faisceau de tangentes menées d’un point de I'espace a la surface d'un
cylindre est un parallélogramme dont le plan est parallele a celui d'un parallélogramme
axial ». Ce parallélogramme est plus petit que le parallélogramme axial qui correspond au
parallélogramme du demi-cylindre (Euclide, Optique, proposition 28). 1l utilise implicite-
ment cette proposition d’Euclide dans sa démonstration, et pendant la procédure démons-
trative il fait référence a la proposition 3 de son propre traité (Sur la section du cylindre) ot il
avait démontré que « lorsqu'un cylindre est coupé par un plan parallele au parallélogram-
me passant par I'axe, la section sera un parallélogramme ayant des angles égaux a ceux du
parallélogramme passant par I'axe ».

1.2. Proposition 30

Cette proposition commence sans enoncé avec I'expression « Cela étant démontré ». Donc Sé-
rénos applique la propriété qu’il a démontré dans la proposition 29 dans cette proposition (Ver
Eecke, 1929 : 56-58). 1l prend un parallélogramme ABT'A et il mene des droites EZ//AB et
HO //AB. 1l prend un point K non situé dans le plan du parallélogramme. Il mene les droites
KE, KZ, KH, K® et en les prolongeant elles rencontrent un plan parallele au plan ABI'A aux
points A, M, N, E. Il mene un plan par les droites KA, EZ qui coupe le plan AMNE et déter-
mine la droite (section commune) AM//EZ. Pareillement il détermine NZ//H®.

Par Euclide (Les Eléments, Livre XI, proposition 16) il obtient NA//HE, EM//©Z et par
Euclide, (Les Eléments, Livre VI, proposition 2 et Livre V, proposition 18) il obtient HK/KN
est égal au EK/KA.

Mais HO/NE est égal au HK/KN et EZ/AM est égal au EK/KA (Euclide, Les Eléments, Livre V1,
proposition 4) donc HO/NE est égal au EZ/AM (Euclide, Les Eléments, Livre V, proposition 11)
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etilapplique la propriété de la permutation (Euclide, Les Eléments, Livre V, proposition16) EZ est
égale a HO donc AM est égale a NE mais AM//NE (Euclide, Les Eléments, Livre XI, proposition
9), donc ME//AN (Euclide, Les Eléments, Livre 1, proposition 33).

Jusqu‘a ce point il a démontré que les droites =M, AN et AM, EN sont paralleles et AMEN
est un parallélogramme. De ce point il passe au domaine de I'optique en écrivant que :

Si nous supposons que le point K est un point lumineux, et que le parallélogramme AT’
est ce qui intercepte ses rayons, qu’il soit autonome ou situé dans un cylindre, il se fera que
les rayons lumineux émis par le point K aboutiront a la droite MA et a la droite NE; et ce
qui se trouve entre les paralleles MA, EN sera ombrage.

A ce point il commence a examiner la définition des paralleles donnée par Python en
soulignant que la droite AA//I'B et la NA//ZM. Ces droites n’apparaitront cependant pas de
cette maniere car celle des distances AM, NE qui est plus rapprochée de la vue semblera étre
plus grande. Ici il fait référence explicite aux Optiques (Euclide, Optique, proposition 6%). Il
écrit que Tavto de mapethndauev ek Tov OTTIKOV, c’est-a-dire que nous empruntons
d’ailleurs ces choses aux Optiques.

La proposition 6 de I'‘Optique d’Euclide se fonde plutdt sur la définition 4 et considere les
deux lignes paralleles sur le méme plan en s’éloignant de I'observateur, mais aussi les lignes
paralleles qui s’éloignent dans un autre plan. Dans ces deux cas, la démonstration de cette
proposition prend en considération I'apparence des lignes paralleles pour les deux et les
trois dimensions. En termes de perspective linéaire, elle établit que les lignes paralleles qui
s’éloignent d’un oeil sur un plan apparaitront en convergence (Ver Eecke, 1938 : 1).

Nous remarquons que Sérénos dans ces propositions 29 et 30 démontre une propriété
géométrique. Il prépare une figure qui se base sur cette derniere proposition (proposition
29) et applique sur celle-ci I'optique géométrique (deuxieme partie de la proposition 30)
pour examiner la définition des paralleles de Python. Pour le faire il utilise plusieurs propo-
sitions des Eléments d’Euclide (Livre I, propositions 30, 33; Livre V, propositions 11, 16, 18;
Livre VI, propositions 2, 4; Livre XI, propositions 9, 16), 1l fait référence explicite au livre [
des Coniques d’Apollonios de Pergé et a 'Optique d’Euclide. Il ne mentionne pas explicite-
ment pour les deux cas le numéro de la proposition. Il utilise aussi une autoréférence expli-
cite sur une de ses propositions en soulignant le numeéro de cette proposition qui se trouve
dans le méme traité (proposition 3).

Ensuite, Sérénos écrit « puisque lellipse est commune au cone et au cylindre, il y a cor-
rélation a considérer dans le cone la parité de ce que nous avons observé dans le cylindre,
considérons-la maintenant dans le cone ». Donc, il démontre les mémes propriétés dans le
cone (propositions 32 et 33). Pour la proposition 32, Sérénos a besoin de la propriété d'un
rapport harmonique qu’il a établie dans la proposition précédente (proposition 31).

3. Euclide, Optique, proposition 6, Des intervalles de méme dimension, vus a distance, paraissent d’inégale longueur. (Ver Eec-
ke, 1938: 4-5)
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1.3. Proposition 31

« Sil'on prend un point a I'extérieur d'un triangle; si, de ce point, I'on mene une droite qui
coupe le triangle, et si 'on amene, du sommet sur la base, une autre droite coupant la droi-
te ainsi menée transversalement, de maniere que le grand segment découpé a I'intérieur du
triangle soit au petit segment adjacent a celui qui est a 'extérieur du triangle comme la droi-
te entiere menée transversalement est au segment situé a l'extérieur du triangle; toute droi-
te qui, menée du point qui a été pris, coupe le triangle, sera coupée dans le méme rapport
par la droite amenée du sommet sur la base. Et si toutes les droites ainsi menées du méme
point sont coupées dans le méme rapport, la droite qui, menée dans le triangle, les coupe,
passera par le sommet du triangle » (Ver Eecke, 1929 : 58).

Le faisceau des droites menées du point A extérieur au triangle sera divisé dans un rap-
port harmonique par la droite A® qui coupe la droite ZA de telle sorte que ZH/HE est égal
au ZA/AE et menons transversalement une autre droite AKA, c’est-a-dire MA/AK est égal
au MA/AK.

En regardant minutieusement la procédure démonstrative nous remarquons que I'au-
teur utilise les propositions des Eléments d'Euclide (Livre VI, 2, 4; Livre V, 18, définition 20)
et aussi sa propre proposition 23.

1.4. Proposition 32
« Toutes les droites qui, partant d'un méme point, touchent de part et d’autre sur une
surface conique, font leur contact suivant les cotés d’un seul triangle » (Ver Eecke, 1929:

61-63).
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1l commence dans la partie de I'ekthesis ot il prend le cone de base A, du sommet B et
d’axe AB. D'un point I' extérieur il mene les droites I'A, T'E tangentes qui touchent la sur-
face du cone dans la méme partie, aux points E, A. Dans la partie diorismos (diorisme) il écrit
que ces points de contact sont situés sur une seule droite.

Ensuite, dans la partie de la construction-kataskeve il construit pas a pas le cone de base Z,
du sommet B et d’axe BZ. Ensuite il construit le plan axial BH® et il mene la droite I'K per-
pendiculaire sur la droite I'Z est dans le plan du cercle Z.

Par les droites I'K, I'A il détermine la ligne AAM et par les droites I'K, T'E il détermine
la ligne NEE, toutes les deux dans la surface du cone. Les droites AMI', NEI sont dans le
plan du parallélogramme dont les droites AM, NE sont les diametres des sections. Il abais-
se les droites AO, EII d’'une maniere ordonnée sur les diametres AM, NE (AO//TK,
EIT//TK) et il les prolonge aux points P, 2.

De ce point commence la partie de la démonstration (apodeixis) ott par la proposition 36
du Livre I des Coniques d’Apollonios (sans référence au livre I des Coniques) il établit qu'une
telle section est une ellipse, et non un cercle; il s’ensuit que AO/OM est égal au AI'/TM et
NIT/TIE est égal au NI'/TE.

Par la proposition 31 de la Section du Cylindre de Sérénos (il fait autoréférence, dia To
7TPO TOVTO, C'est-a-dire en vertu de la proposition qui précede) la droite réliant les points O
et IT prolongée passera par le sommet. Les droites AT', NI étant divisées dans un rapport
harmonique, la droite OIT prolongée passera par le sommet B du triangle axial du cone.
Apres, il mene la droite OIIB.

Les droites EZ et AP sont paralleles a la droite I'K donc EX est parallele a la droite AP
(Euclide, Les Eléments, Livre XI, proposition 9). Par Apollonios, sans référence (Les Co-
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niques, Livre I, proposition 3%), le plan étendu par la droite BI1O et par les droites EX, AP
détermine un triangle comme section dans la surface du cone. Donc les points A, E situés
dans la surface du cone, sont sur le coté du triangle qui coupe le triangle BHO suivant la
droite BITO. Les mémes choses se présentent pour toutes les tangentes aux points P, 2.
Dans la partie conclusion il écrit que « Par conséquent, toutes les droites issues du point I,
qui touchent la surface conique tombent sur les cotés d'un seul triangle; ce qu'il fallait dé-
montrer » (Ver Eecke, 1929 : 63).

1.5. Proposition 33

La partie démonstrative (Ver Eecke, 1929 : 63-64) commence avec I'expression « Cela étant
démontré ». Donc Sérénos applique la propriété de la proposition 32 dans la proposition
suivante. Il prend un triangle ABI et il mene des droites AE//BI" et ZH//BI. 1l prend point ©
non situé dans le plan du triangle. Il mene les droites ©A, ®Z, ®H, OF et en les prolongeant
elles rencontrent un plan parallele au plan ABI" aux points K, A, M, N. Il mene un plan par
les droites EA, KO qui coupe le plan KAMN et détermine la droite (section commune)
KN//EA (Euclide, Les Eléments, Livre XI, proposition 16). Pareil, il détermine AM//ZH et
KA//AZ et NM//HE. Les droites prolongées se rencontrent au point Z. En con-
séquence, KE//AA, EN//AE. L’angle situé au point = sera égal a 'angle situé au point A
(Euclide, Les Eléments, Livre XI, proposition 10). Par la méme proposition des Eléments

4. Siun cdne est coupé par un plan passant par son sommet, alors cette section est un triangle rectiligne (Rashed, 2008: 266).
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d’Euclide et par le fait que EK//AA, KN//AE l'angle compris sous les droites ZK, KN est
égal a 'angle compris sous les droites AA, AE et par Euclide (Les Eléments, Livre VI, propo-
sition 4) les triangles EKN, ABI sont semblables entre eux.

Jusqu’a ce point il a démontré que les droites K=, AB et ZN, AI" sont paralleles et KEN
est un triangle semblable au triangle ABI". De ce point il passe au domaine de I'optique en
écrivant que :

Si nous supposons que le point © soit un point lumineux, et que le triangle ABI" soit ce
qui intercepte ses rayons, que ce triangle soit autonome ou situé dans un cone, il se fera que
les rayons lumineux émis par le point ® non retenus par le triangle ABI', détermineront le
triangle d’ombre KEN, semblable au triangle ABI" (Ver Eecke, 1929 : 64).

Au contraire de la proposition 30 dans la proposition 33 il ne discute pas la définition
des paralleles et donc Sérénos finit a ce point la démonstration de cette proposition.

Nous remarquons que Sérénos dans ces propositions 32 et 33 démontre une propriété
géométrique. 1l prépare une figure qui se base sur cette derniere proposition (proposition
32) et applique sur celle-ci 'optique géométrique (deuxieme partie de la proposition 33)
pour examiner la définition des paralleles de Python. Pour ce faire il utilise plusieurs pro-
positions des Eléments d’Euclide (Livre VI, proposition 4; Livre XI, propositions 9, 10, 16),
1l ne fait pas référence explicite au livre I des Coniques d’Apollonios de Pergé et a I'Optique
d’Euclide. 1l utilise les propositions 3 et 36 du Livre I des Coniques d’Apollonios. Il utilise sa
proposition 31 que nous avons examiné précédemment.

1 finit ce traité avec le paragraphe suivant ou il souligne que

« Quoique ces choses appartiennent a la théorie optique et qu’elles paraissent de ce fait
étre étrangeres au présent ouvrage, il est clair cependant, qu’a défaut de ce qui a été dé-
montré ici concernant la section du cylindre et du cone, et notamment concernant I'ellip-
se et les droites qui lui sont tangentes, un probleme de ce genre-ci eut été impossible a éta-
blir; de sorte que ce n’est pas sans raison, mais pour leur usage, que la mention de ces
choses a été introduite » (Ver Eecke, 1929 : 64).

Nous pouvons remarquer que Sérénos veut discuter une définition des paralleles par ob-
servation et il termine sa discussion en disant qu’il a entrepris a la démontrer car ces choses
sont importantes pour leur usage.

2. Surla Section du Céne

Dans la définition 2 (Ver Eecke, 1938 : 1) du traité de I'Optique Euclide introduit les cones de vi-
sion comme des figures géomeétriques qui se sont formées par les rayons visuels qui relient le point
d’observation (sommet du cone) et les points qui se trouvent sur le contour de 'objet visé. La pro-
position 3 (Ver Eecke, 1929 : 67-68) de la Section du Cone peut étre optiquement parlant équiva-
lente a I'idée des cones visuelles d’'Euclide étant donné que le sommet du cone est au centre de
I'oeil, donc le point d’observation et toutes les propositions suivantes utilisent ce résultat.

ACTES D’HISTORIA DE LA CIENCIA I DE LA TECNICA
NOVA EPOCA/VOLUM 4 / 2011, p. 75-92



EXAMEN DES TRAITES SUR LA SECTION DU CYLINDRE ET SUR LA SECTION DU CONE DE SERENOS 87

Ensuite, nous allons comparer la proposition 3 (Ver Eecke, 1929 : 67-68) de la Section
du Cone et la proposition 34 (cas 1 de la démonstration, Ver Eecke, 1938 : 26) de I'Optique
et les propositions 50-51 (Ver Eecke, 1929 : 137-140) avec la proposition 34 (cas 2 de la dé-
monstration). Par cette comparaison nous allons constater I'existence de propositions qui
ont des rapports étroits avec des propositions qui traitent des mémes propriétés mathéma-
tiques et qui appartiennent aux propriétés du domaine de I'optique géométrique.

2.1. Comparaison de la proposition 3 du traité Sur la Section du Céne de Sérénos
d’Antinoé avec la proposition 34 du traité d’Optique (cas 1) d’Euclide

Sérénos d’Antinoé Euclide
Sur la Section du Coéne Optique
Proposition 3 Proposition 34 (cas 1)

Lorsqu’un cbne droit est coupé par des plans pas-
sant par le sommet, les triangles qui, déterminés
dans les sections ont des bases égales, sont égaux
entre eux.

Sion éleve, du centre d’un cercle, une droite a angles
droits sur le plan de ce cercle, et sil'on place I'oeil sur
celle-ci, les diameétres menés transversalement dans
le plan du cercle apparaitront tous €gaux.

Sérénos dans la démonstration de cette proposition, détermine I'égalité des triangles,
donc il démontre I'égalité des angles EAZ et TAA (figure 6). La procédure démonstrative
suit les pas suivants : Soit un cone de sommet A et comme base le cercle de centre B. Le cone
étant coupé par des plans passant par le sommet, il obtient les triangles déterminés par la
section car il a été montré ailleurs que de telles sections déterminent des triangles (Apollo-
nios, Les Coniques, livre I proposition, 3). Il obtient des triangles AI'A, AEZ ayant des bases
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égales I'A, EZ; il dit que les triangles AI'A, AEZ sont égaux. En effet, puisque les bases sont
égales entre elles et que les droites AI', AA, AE, AZ sont aussi égales, il s’ensuit que le tri-
angle AT'A sera aussi égal au triangle AEZ (Euclide, Les Eléments, Livre 1, proposition 8):

Euclide démontre dans la premiere partie de cette proposition que les diametres sont vus
égaux. Il écrit qu'étant donné un cercle avec centre A, on mene une droite perpendiculaire
a ce point au niveau du cercle AB sur laquelle il mene I'oeil au point B. 1l dit que les dia-
metres seront vus égaux. Soit deux diametres I'A, EZ et il meéne les droites BI', BE, BA, BZ.
La droite ZA est égal a la droite AT, 1a droite AB est commune et les angles droits. Il conclut
que la base ZB est égal a la droite BI et les angles aux bases sont égaux. Donc, I'angle ZBA
est égal a 'angle ABI'. Pareillement 'angle EBA est égal a 'angle ABA, donc I'angle I'BA
est égal a I'angle EBZ. Les choses vues par des angles égaux seront vues égaux. Donc la droi-
te I'A sera vue égale a la droite EZ.

Euclide démontre dans la premiere partie que les diametres sont égaux. Dans cette pro-
position, il démontre un cas qui n’a pas été précisé dans I'énoncé et il prouve exactement la
méme propriété entre les diametres. A la fin de la proposition, il généralise en écrivant que:
« Sil'on aun cercle qui est le plus grand dans une sphere, et si I'oeil se transporte n’impor-
te ot a la surface de la sphere en regardant la circonférence du cercle, les diametres seront
vus égaux » (Ver Eecke, 1926 : 26).

Quand Euclide écrit que les diametres seront vus égaux, il veut dire que les angles qui
regardent les diametres sont égaux. Apres cette remarque, nous constatons que S€rénos et
Euclide démontrent la méme propriété. Sérénos montre un cas plus géneral qu’Euclide par-
ce qua la place des diametres (cas d’Euclide) il prend des droites égales dans un cercle. Eu-
clide démontre sa proposition pour le cas du cone droit (premiere partie de la démonstra-
tion) et du cone oblique (seconde partie de la démonstration).

Euclide démontre cette proposition dans le groupe des lemmes qui lui serviront de base
pour la proposition 36. Les propositions 34, 35 et 36 considerent la maniére dont se pré-
sentent a la vue les diametres d’un cercle regardé d'un point extérieur a son plan. La pre-
miere de ces propositions démontre que les diametres apparaissent égaux dans trois cas : 1.
celui ot I'oeil est placé en un point quelconque de la perpendiculaire élevée au centre du
cercle; 2. celui ot 'oeil est placé a 'extrémité d'une droite qui, menée par le centre
du cercle, obliquement a son plan, est égale au rayon; et enfin 3. celui ot I'oeil est placé en
un point quelconque de la droite qui, menée obliquement par le centre du cercle, forme des
angles égaux avec deux diametres perpendiculaires entre eux. La seconde de ces proposi-
tions (proposition 35) traite le cas géneral de I'oeil placé sur la droite qui, élevée oblique-
ment au centre du cercle, est plus grande ou plus petite que le rayon, et ne fait pas, comme
dans le cas de la proposition précédente, des angles égaux avec de diametres a angles droits.
1l démontre que ces diametres apparaissent toujours inégaux. Dans la proposition 36, il dé-
montre que « les roues des chars apparaissent tantot circulaires tantot oblongues » (Ver Eec-
ke, 1938 : 34). Cette proposition vise d’ailleurs un phénomene plutot théorique car, en re-
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gardant obliquement un char, le concept de la roue dissipe I'illusion visuelle tandis que le
phénomene se matérialise lorsque 'ombre de la roue est projetée sur le sol sous la forme
d’une ellipse par les rayons obliques du soleil. La démonstration nous indique que si I'oeil
ne se trouve pas sur le méme plan que la roue et qu’il est localisé perpendiculairement en
dessus de son centre, le contour de la roue va apparaitre rond. Si 'oeil est placé a une dis-
tance égale au rayon de la roue (il n’est pas placé sur le méme plan) la roue apparait ronde.
Pour toutes les autres positions en dehors du plan de la roue, le contour apparait oblong.
Cette proposition est une application des propriétés que nous trouvons bien développées
dans les propositions 34 et 35. Ces propositions sont fondées sur la définition 4 et produi-
sent des relations de dimensions relatives.

La proposition 3 de la Section du Cone démontre la méme propriété que la proposition 34
d’Optique. De plus, ces deux propositions sont indispensables pour la démonstration de
plusieurs propositions qui suivent et qui résolvent d’autres problemes.

2.2. Comparaison des propositions 50-51 du traité Sur la Section du Céne de Sé-
rénos d’Antinoé avec la proposition 34 (cas 2) du traité d’Optique d’Euclide

Sérénos d’Antinoé Euclide
Sur la Section du Céne Optique
Proposition 50-51 Proposition 34 (cas 2)

SiI'axe d’un cone oblique est égal au rayon de labase,  Sion éléve, du centre d’un cercle, une droite a angles
le plus petit des triangles passant par I'axe sera au trian-  droits sur le plan de ce cercle, et sil’on place I'oeil sur
gle isocele qui est a angles droits sur la base comme le  celle-ci, les diamétres menés transversalement dans
plus grand triangle passant par I'axe est au plus petit. le plan du cercle apparaitront tous égaux.
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Dans la proposition 49 (Ver Eecke, 1929 : 136-137), Sérénos démontre que « parmi les
triangles qui passent par I'axe, ceux qui sont symétriques sont équivalents et semblables ».
Dans les deux énoncés, propositions 50-51 de Sérénos et proposition 34 (cas 2) d’Euclide,
nous constatons que la relation entre I'axe et le rayon de la base dans un cone oblique dé-
termine les relations entre triangles semblables chez Sérénos et entre angles égaux donc dia-
metres vus égaux chez Euclide.

Dans la démonstration Sérénos suit les pas suivants : Soit un cone oblique avec sommet A
et axe AB égal au rayon de la base du cercle avec centre le point B. Soit, parmi
les triangles passant par 'axe, le triangle 'AA a angles droits sur la base et le triangle isoce-
le EAZ. Le triangle EAZ est le plus grand de ceux qui passent par I'axe et le triangle TAA est
le plus petit (Sérénos, Sur la Section du Cone, proposition 24). Il mene la perpendiculaire du
point A sur la base; elle tombera sur le diametre I'A (Euclide, Les Eléments, livre XI, défini-
tion 4). Que ce soit la droite AH; il mene la droite ®HK a angles droits sur la droite I'A dans
le cercle et il étend un plan par les droites AH, ®HK déterminant le triangle @ AK qui sera iso-
cele et a angles droits sur la base (Sérénos, Sur la Section du Cone, proposition 22 et Euclide, Les
Eléments, Livre XI, proposition 18). Sérénos dit que le triangle I'AA, le plus petit de ceux qui
passent par I'axe, sera au triangle isocele @ AK comme le triangle EAZ, le plus grand de ceux
qui passent par 'axe, est au plus petit triangle TAA. Donc, triangle EAZ /triangle TAA est égal
au BA/AH et triangle TAA/ triangle © AK est égal au I'A/OK qui est égal au EZ/OK et égal au
BK/KH. Or, par hypothese, BA est égale au rayon BK, d’ott I'égalité des triangles rectangles
BAH, BKH; donc BA/AH est égal au BK/KH, d’ot triangle AA / triangle ®AK est égal au
BA/AH, donc triangle 'AA/ triangle ©AK est égal au triangle EAZ/triangle 'AA.

La proposition 51 est la réciproque de la proposition 50 et a la fin Sérénos écrit :

Des lors, il est clair que si 'axe d’un cone oblique est égal au rayon de la base, le triangle
isocele, qui est a angles droits sur la base sera semblable au triangle isocele passant par I'axe;
et réciproquement, que si le triangle isocele, qui est a angles droits sur la base, est semblable
au triangle isocele passant par I'axe, 'axe du cone sera égal au rayon de la base; car cela aus-
si est facile a comprendre en vertu des choses déja démontrées (Ver Eecke, 1929 : 140).

Dans I'examen du cas 2 de la proposition 34 Euclide prend la droite menée par le centre
quin’est pas perpendiculaire au niveau, mais égale au rayon, donc tous les diametres seront
vus égaux.

Dans la procédure démonstrative il prend le cercle ABT'A et il mene deux diametres AB,
I'A. Soit ZE droite menée par le point E sur laquelle on met I'oeil au point Z. Cette droite
n’est pas perpendiculaire mais égale au rayon et il mene les rayons visuelles ZA, ZI', ZB,
ZA.Ladroite BE est égale a la droite EZ, la droite EA est égale a la droite EZ d’ot il s’ensuit
que les droites EZ, EA et EB sont égales. Le demi-cercle décrit autour du diametre AB au
niveau qui passe par les droites AB, EZ passe par le point Z, donc I'angle AZB est droit. Pa-
reillement I'angle I'ZA est droit. Les angles droits sont égaux et les objets vus sous les angles
égaux sont aussi égaux. Donc la droite AB sera vue égale a la droite I'A.

ACTES D’HISTORIA DE LA CIENCIA I DE LA TECNICA
NOVA EPOCA/VOLUM 4/ 2011, p. 75-92



EXAMEN DES TRAITES SUR LA SECTION DU CYLINDRE ET SUR LA SECTION DU CONE DE SERENOS 91

Euclide démontre cette proposition comme réponse a I'énoncé dans lequel il examine la
question suivante : « Si une droite tombant de 'oeil au centre d'un cercle n’est pas perpen-
diculaire au plan de ce cercle, ni égale a son rayon, mais est plus grande ou plus petite que
celui-ci, les diametres du cercle paraitront inégaux » (Ver Eecke, 1926 : 26).

Dans cette partie de notre travail, nous pouvons constater que les figures des proposi-
tions sont identiques, mais que les propriétés démontrées ne coincident pas. L'équivalence
des propositions se fonde sur le fait que Sérénos et Euclide travaillent sur les inégalités des
segments et les inégalités des triangles, ainsi que sur la relation entre I'axe et le rayon de la
base dans un cone oblique, d’ott ils déterminent les relations entre triangles et entre angles.

3. Conclusion

Dans la Section du cylindre et la Section du cone de Sérénos d’Antinoé nous avons vu l'exis-
tence, parmi les sujets traités, des propriétés qui traitent des problemes optiques et des pro-
priétés qui sont équivalentes aux propriétés du domaine de I'optique géométrique. Dans la
deuxieme partie de la Section du Cylindre, on pourrait dire que Sérénos essaie de représenter
les paralleles par les moyens de I'optique géométrique. L'effort de Sérénos s’inscrit dans le
mouvement des mathématiciens de I'’Antiquité qui tentent de définir d'une maniere diffé-
rente d’Euclide les droites paralleles.

La nature des propriétés traitées dans son traité Sur la Section du Cone reste, selon nous,
en partie un probleme ouvert pour les historiens et il va rester car le matériel concernant
cette tradition de recherche dans le domaine des mathématiques ou de I'optique mathéma-
tique est disparu. A part I'accord sur le fait que le but de Sérénos est de faire une étude com-
parative des sections produites dans un cone par l'intersection d’un plan qui passe par son
sommet dans ce traité, nous avions montré que la proposition 3 peut étre optiquement par-
lant équivalente a I'idée des cones visuelles d’Euclide étant donné que le sommet du cone
est au centre de I'oeil. L’analyse textuelle a montré que cette proposition est équivalente a la
proposition 34 (cas 1) de I'Optique d’Euclide; cette démonstration est la contribution prin-
cipale de cette partie de notre article.

Sérénos dans ces traités montre une connaissance de 'Optique d’Euclide. 1l utilise aisé-
ment quelques propositions du domaine de 'optique dans le domaine des sections co-
niques et cylindriques pour examiner un probleme lié a la théorie des paralleles. A ma
connaissance c’est la prémiere fois que cela est traité avec les moyens d’optique géométrique
et des coniques. La perspective des traités de Sérénos et de I'Optique d’Euclide est différente et
ces derniers résolvent des problemes de nature différente.
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